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北京中国科技馆古典数学玩具展灯火辉煌．展
览会在第２４届世界数学家大会２００２年在北京召开
期间举办，展品有九连环、华容道、鲁班锁等等，琳琅
满目．展览会自８月１９日至２７日，会期９天，参观人
数最多一天在万人以上．有的学生一连两三天呆在
这里，全国数学竞赛夏令营的学生在这里深受教益．
这次展览盛况空前，影响很大．北京电视台为此报道
说：“世界数学家大会给京城掀起了数学热，而北京
玩具展又趁热着实烧了一把火．这个展览会规模不
大，但是气韵不凡，是炎炎夏日从北方吹来的一阵清
风，是在暑假里送给青少年的一份真情，是代表北京
献给世界数学家一份特殊的礼物．”
中国科技馆馆长王渝生博士在接受记者采访时

说：“中国为世界数学发展做出了巨大的贡献，中国
古老的智力玩具就是见证．九连环、华容道、鲁班锁
等玩具涉及数学中的几何学、拓扑学、运筹学、组合
数学、图论等多门学科．”
上届数学家大会主席道本周（Ｄａｕｂｅｎ　Ｊ）教授

在开展前就来展览会认真参观，他说：“这是给本届
大会较好的礼物，这个展览会把数学家和人们的距
离拉近了，高深莫测的数学通过小小的玩具，展示了
它的奥秘，让孩子们在玩具中感悟数学原理，在游戏
中享受数学的乐趣和美妙，从而引发他（她）们探索
数学的兴味和勇气．”
本届大会主席吴文俊院士在２７日兴致勃勃地

参观展览，详细询问各种玩具体现的玩法和数学原
理．对九连环等玩具表示极大兴趣．他连声说：“太有
意思了，高深的数学在这里变得如此简单有趣，太奇

妙了！”他还说：“有人说，数学枯燥，其实数学并不
枯燥，它是生动的、形象的、丰富多彩的．我们的祖先
把玩具和数学结合起来，创造出数学玩具．使玩具有
了数学的文化底蕴，使数学有了玩具的形象载体：珠
联璧合，相得益彰，真是太好了！”
玩具展的盛况已成历史，但是人们对此还深深

回味着，本文对展品中的九连环有关细节作详细论
述，它有异于华容道等板状玩具，在结构和操作方法
上都有特色．九连环已有悠久的历史，流传地域甚
广，由于它富含数学、逻辑学、运筹学、机构学等原
理，玩九连环又有益身心健康，所以至今仍具有强大
生命力．数百年前又经丝绸之路在铿锵驼铃声中远
及欧洲，迭经数学大师Ｃａｒｄａｎ　Ｇ（１５０１－１５７６，意大
利）、Ｗａｌｌｉｓ　Ｊ（１６１６ － １７０３，英 国）、Ｌｕｃａｓ　Ｆ　Ｅ
Ａ（１８４２－１８９１，法国），Ｃｏｘｅｔｅｒ　Ｈ　Ｓ　Ｍ（１９０７－
２００３，加拿大）等研究，其名大噪，九连环的奥秘还
有待我们进一步探索．

１　 构造和操作

１．１　 构造

图１已从两个视线方向正确表示九连环的构造
细节．九个圆环，每环都套有等长竖杆，竖杆上端有
圆扣，扣住圆环，环可以在扣内滑动．竖杆下端伸入
长方形板孔内后，也弯成扣，或用球状物扣牢，使竖
杆可以在孔内作上下滑动，但不可脱出长板．每个圆
环的竖杆都插入相邻环内．玩（操作）九连环的目的
是要把九个圆环如图１位置关系都套在长钗内，称
为上环，其逆向操作称为下环．
圆环及长方形板用金属或塑料制，竖杆、长钗用

金属制，都应有足够强度，使在操作中不致变形．
九连环各地玩具店都有出售，从网上也可以购

得，网址：ｈｔｔｐ：ｗｗｗ，ｓｈａｎｇｎａｏｊｉｎ．ｃｏｍ．



九连环自制并不难，四种零件参考尺寸如下（单
位：ｍｍ）．
圆环：３５，粗２，可买现成窗帘环代用．
竖杆：长１２０，粗２，上圆扣 １５，下圆扣自定．
长方板：长１８０，宽２０，厚３．九孔２．５孔距２０．
长钗：长２２０，宽３０，粗２．５，柄长１００．

（ａ）　 俯视图

（ｂ）　 主视图

图１　 九连环

１．２　 操作

左手持柄，钗头Ａ在右，九个环自右而左地论环
序：环１，环２，…… 至环９．长钗、圆环、长方板及竖
杆间位置如图１，２时，称为满贯．从满贯位置从环１
开始，以序逐一卸下长钗，当所有九个圆环全部与长
钗分离时，称为解脱．
九连环机构构造具有许多特殊性质．
环１可以右移、提起、上经钗头Ａ在长钗套之间

自由落下，挂在环２上，称为下环１，或简称下一．
环１与环２作为整体可以同时右移，提起，经钗

头Ａ，自由在钗套间落下，挂在环３上，称为下环１、

２，或简称下一、二．
环３直至环９，只能在前面一环还在钗上，前面

其他所有环全部卸下，才能卸下或装上，这就是说，
环ｎ（ｎ≥３）能够卸下或装上的充分必要条件是
环ｎ－１在钗上且环１至环ｎ－２已全部卸下，挂在
环ｎ－１上．
除了环１、环２可以自由卸下、装上之外，其余七

个环只能按此条件操作，否则自动锁住，真是寸步难
行．这也是九连环设计思想精彩之处．
所谓卸下某一环，不妨设环ｍ（３≤ｍ ≤９），的

操作为：将待卸环ｍ，连同在钗上的环ｍ－１以及挂
在此环下的ｍ－２个环一起向右移，然后提起环ｍ，
绕过钗端Ａ，即可自由下落挂在环ｍ－１上．
所谓装上某一环，不妨设环ｍ（３≤ｍ ≤９），的

操作为：提起要装上的环ｍ，连同在钗上的环ｍ－１

以及挂在此环下的ｍ－２个环一起向右移，然后经
过钗头Ａ，套在钗上，所有ｍ个环再左移．
从长钗每装上（或卸下）一个圆环，称为操作１

步．因此要从长钗卸下环１要操作１步．要卸下环１、

２，从九连环机构特性，只须操作１步；而按照西方文
献记载，计数则为２步．下文把计数计算方法分别列
出，前者称为“机构计数”，后者称为“按环计数”．下
文步数计算结果都用“机构计数”，而在它后面括弧
内记出相应的“按环计数”．
卸下环１至环３的全过程如下（图３ａ为初始状态）．
下一：使环１挂在环２上，操作１步（图３ｂ）．
下三：环３连同环１、２向右移，环３经环头Ａ向

上提起，落入钗套内，挂在环４上，操作１步（图３ｃ为
操作结果）．
上一：操作１步．
下一、二：操作１（２）步．
全过程共操作４（５）步．

（ａ）　 三联环满贯状态

（ｂ）　 使环１挂在环２上

（ｃ）　 卸下环３

图２　 卸下环１至环３的过程

反过来，把已卸下的环１至环３全部装到钗上
是上述操作的逆运算，读者可自琢磨，不赘述．装上
操作步数显然与卸下步数相同．

２　 国内外流传

２．１　 源流

九连环肇源甚古，文献记载可以上溯到战国时
代．《战国策·齐策·齐闵王之遇杀》记，“襄王卒，子
建立为齐王．君王后事秦、谨，与诸侯信．秦昭王尝使
使者遗君王后玉连环，曰：‘齐多知，而解此环不？君
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王后以示群臣，群臣不知解，君王后引铁樵破之谢秦
使，曰：谨以解矣！’”故事具体指出，我国在二千多
年前已有连环玩具，圆环用玉制．从“群臣不知解”，

可见解环并不是一件容易的事．
之后在漫长的岁月中，九连环代代相传．直至

１１世纪，还可以看到北宋文学家周邦彦（１０５６－
１１２１）在词中记到“怨怀无托，嗟情人断绝，信者辽
邈．信手，能解连环．”（解连环·商调）

明代正德状元杨慎（１４４８－１５５９）著《升庵集》，
全书８１卷，后来收入《四库全书·子部》．其中卷６８
有他对《战国策》的书评（图３），为我们提供九连环
的珍贵史料：明代连环已改玉环为铜铁制环，又指
出，玩九连环的目的，以及当时已流入民间实况，据
此他认为：齐君王后能力服强秦，必能解玉连环．

图３　《升庵集》卷６８书影

《中州·艺文志》卷八记：“柘城李子金（１６２２－
１７０８）是明末清初时人，可见当时已有学者对九连
环有系统研究，并为之著书立说．”

清人曹雪芹名著《红楼梦》第七回，九连环也进
入大观园（图４）．
近人徐珂著有大型笔记《清稗类钞》９２卷，从古

今文献录条目１３５００余则．其中物品类，赫然有九连
环专条：“九连环，玩具也．以铜制之．欲使九环同贯
于柱上，则先上第一环，再上第二环，而下去第一环．
更上第三环，而下其第一、二环，再上第四环．如实更
迭上下，凡八十一次，而九环毕上矣．
解之之法：先下其第一环，次下其第三环更上第

一环，而并下其第一、二环．又下其第三环，如是更迭
上下，凡八十一次，而九环毕下矣．”
这是今存最早记述九连环上、下环运行具体程

序的文献．从此可以看到我国传统是按九连环机构
性质操作：把环１、２并作１步，不论上或下环都是：
“并下其第一、二环．”

在上世纪４０年代许莼舫、姜长英有关专著中都
有九连环记载，可惜都未详究操作细节．建国后书刊
偶有报导，如《十万个为什么·数学》，《趣味数学辞

典》，但都未有深究者．今年杨之在《数学发现的艺
术》，操敏在《九连环解法》（网上资料）都指出了上
下环的充分必要条件．

图４　《红楼梦》抄本书影

２．２　 九连环流传地域甚广

（１）在国内的流传情况
英国李约瑟博士在《中国文化与科学》巨著卷３

第１１１页中有精确九连环图（图１即引自此页）．他
说，是按照Ｂｒｉａｎ　Ｈａｒｌａｎｄ先生在兰州购得实物绘
制．笔者友人徐学功，在沈阳长大．他说在幼时，他父
亲（钳工）仿照九连环成品自制，陪他玩此玩具．姜
长英在《科学消遣》中说，１９１７年，在河北保定的府
马号商场买到九连环．这种传统制造手艺还流传至
今，２００２年杭州西湖博览会期间，笔者购得保定市
新县出品一件．又据河南柘城县李继光提供材料：
“当年李子金所撰《解双谱》是研究九连环的设计与
解法．此书还附有计算，是一部融智能、游戏于一体
的读物．此书李子金后代一直保存到１９７３年，被人
借走，至今仍未追回．”可见，在明末清初时，九连环
风靡中原，引起数学家重视，把解环程序像奏琴、下
棋有琴谱、棋谱那样，总结为《解环谱》．可惜此书久
佚．江南，杭州宋城以及历届西湖博览会都有九连
环出售．兰溪市诸葛村至今把九连环作为旅游商品
出售．笔者在上世纪五十年代在嘉兴中学当教师时，
有一位学生把家藏九连环要求讲明其中数学原理．
回忆此件形如一大串钥匙，构件分别由紫、黄、白铜
精制，有好几斤重．据《智力》２００２年连载１２期待
“九连环传奇”介绍，在广东有九宫寨，盛行九连环
活动，还举行上、下环竞赛，解环纪录为３分５８秒．

（２）在国外的流传情况

１７世纪以前九连环已传入日本．日本学士院编
巨著五卷本《明治前日本数学史》记：“学士院藏有
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《关（孝和）流算术传书》五卷抄本，卷２有九连环
术．”虽然语焉不详，可以想见，当时日本学者对之
研究，且有著述．
已很难考证九连环传到欧洲的确切时间，但是

欧洲学者在１６世纪以来，为之已发表论著多篇，很
有见地，并称之为Ｃｈｉｎｅｓｅ　ｒｉｎｇｓ或Ｃｈｉｎｅｓｅ　ｐｕｚｚｌｅ却
是事实．在这些论著中有共同特点：上下环操作时是
在满足充要条件前提下所作各种数学考虑．这种充
要条件的叙述在我国现存典籍中却已失落．真有“礼
失而求诸野”的感觉．但是我们祖先是熟知这种条
件的（《清稗类钞》所录操作步骤符合此条件）．正如
上文所说，否则在操作时将寸步难行，九连环就不可
能流传至今了．图５为１８世纪时意大利威尼斯流行
的九连环书影．

图５　 威尼斯１８世纪流行的九连环

２．３　 推广与创新

九连环传到欧洲后，西方学者认为连环机构不

限于９个，少于９个或多于９个，连环同样可以满贯
或者解脱．当然随之而来出现变化，特别在步数计数
上，导致在一般情况的计数函数．
我国民间还出现过许多形式的连环玩具，真是

千姿百态，美不胜收．在中国科技馆古典数学玩具展
中，就闢有一个大厅，展示这些连环玩具．图６只是
其中一小部分．这些连环玩具都各有名称，各自有独
特的满贯和解脱规律，这里不一一细表了．

　

（ａ）　 连环玩具之一 　　　　（ｂ）　 连环玩具之二

　

（ｃ）　 连环玩具之三 　　　　（ｄ）　 连环玩具之四
图６　 中国民间的连环玩具

３　《解环谱》与操作计数

３．１　《解环谱》复原设想

明末清初李子金《解环谱》手抄本丢失至今已

整整３０年了．根据九连环机构特性、解环充要条件

和《清稗类钞》所示前人解环部分口诀笔记，《解环

谱》可以复原、再现．按照操作时步的定义，在解环

过程中还可以明确计数：由一个环、二个环直到九个
环组成的连环，从满贯状态到解脱所需要的操作步

数，而且还可以扩充到由ｎ个环组成的ｎ连环解环
所需要的步数与ｎ的关系 ——— 连环计数函数．在下
文《解环谱》中口诀后用阿拉伯数字标记的是“机构

计数”，括弧内记出相应的“按环计数”．
《解环谱》中的口诀如下．
一环：下一，１．操作１步．
二连环：下一、二，１（２）．操作１（２）步．
三连环：下一，１．下三，１．上一，１．下一、二，

１（２）．共操作４（５）步．
四连环：下一、二，１（２）．下四，１．上一、二，１（２）．

下１，１．下三，１．上一，１．下一、二，１（２）．共操作

７（１０）步．
五连环：下一、二、三，４（５）．下五，１．上一、二、

三，４（５）．下一、二，１（２）．下四，１．上一、二，１（２）．下

一，１．下三，１．上一，１．下一、二，１（２）．共操作

１６（２１）步．
六连环：下一至四，７（１０）．下六，１．上一至四，

７（１０）．下一、二、三，４（５）．下五，１．上一、二、三，

４（５）．下一、二，１（２）．共操作３１（４２）步．
七连环：下一至五，１６（２１）．下七，１．上一至五，

１６（２１）．下一至四，７（１０）．下六，１．上一至四，７（１０）．
下一、二、三，４（５）．下五，１．上一、二、三，４（５）．下一、

二，１（２）．下四，１．上一、二，１（２）．下一，１．下三，１．上

一，１．下一、二，１（２）．共操作６４（８５）步．
八连环：下一至六，３１（４２）．下八，１．上一至六，

３１（４２）．下一至五，１６（２１）．下七，１．上一至五，

１６（２１）．下一至四，７（１０）．下六，１．上一至四，７（１０）．
下一至三，４（５）．下五，１．上一至三，４（５）．下一、二，

１（２）．下四，１．上一、二，１（２）．共操作１２７（１７０）步．
九连环：下一至七，６４（８５）．下九，１．上一至七，

６４（８５）．下一至六，３１（４２）．下八，１．上一至六，

３１（４２）．下一至五，１６（２１）．下七，１．上一至五，

１６（２１）．下一至四，７（１０）．下六，１．上一至四，７（１０）．
下一至三，４（５）．下五，１．上一、二、三，４（５）．下一、
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二，１（２）．下四，１．上一、二，１（２）．下一，１．下三，１．上

１，１．下一、二共操作２５６（３４１）步．
由于九连环机构特征，“自古华山只一道”无他

路可走，２５６（３４１）是准确数．因此上引《清稗类钞》所
录８１次是误导．又有说５１次（北京《晨报》）也不确．

３．２　 计数函数

从上拟《解环谱》可见从“满贯”到“解脱”，二连
环至九连环所操作步数，因受上、下环充分必要条件
制约，有相同规律．先从“机构计数”说起．以ｊｎ 指ｎ
连环解环共需要操作的步数，则有

ｊ１ ＝１，　　ｊ２ ＝１，

ｊ３ ＝２＋１＋１＝２＋２＝４，

ｊ４ ＝２×２＋３＝７，

ｊ５ ＝ （４＋２）×２＋４＝１６，

ｊ６ ＝ （７＋４＋２）×２＋５＝３１，

ｊ７ ＝ （１６＋７＋４＋２）×２＋６＝
（２４＋２３－１＋２２＋２）×２＋６＝
（２４＋２３＋２２＋２）×２－１＋６＝６４，

ｊ８ ＝ （３１＋１６＋７＋４＋２）×２＋７＝
（２５＋２４＋２３＋２２＋２）×２＋７＝１２７，

ｊ９ ＝ （６４＋３１＋１６＋７＋４＋２）×２＋８＝
（２６＋２５＋２４＋２３＋２２＋２）×２－

２×１＋８＝２５６．
从这个共同遵守的规律就不难推测ｎ（ｎ≥４）连环
解环操作步数计数函数是

ｊｎ ＝ （２ｎ－３＋２ｎ－２＋…＋２２＋２）×２－

２［ｎ－４２
］＋ｎ－１＝

２２∑
ｎ－３

ｉ＝１
２ｉ－２［ｎ－４２

］＋ｎ－１＝

２２（２ｎ－３－１）－２［ｎ－４２
］＋ｎ－１， （１）

其中［ａ］表示ａ的最大整数部分．
如果“按环计数”，计数函数记为Ｊｎ，只要把《解

环谱》中的下一、二或上一、二都视为２步，再把ｎ化
为二进制，以２的幂和表示，于是ｎ连环解环，需操
作步数（Ｊｎ）分别为

Ｊ１ ＝１，　　Ｊ２ ＝２，

Ｊ３ ＝２Ｊ１＋３＝２２＋１＝５，

Ｊ４ ＝２Ｊ１＋２Ｊ２＋４＝２（２２＋１）＝１０，

Ｊ５ ＝２（Ｊ１＋Ｊ２＋Ｊ３）＋５＝
２２（２２＋１）＋１＝２１，

Ｊ６ ＝２（Ｊ１＋Ｊ２＋Ｊ３＋Ｊ４）＋６＝
２［２２（２２＋１）＋１］＝４２，

Ｊ７ ＝２∑
５

ｉ＝１
Ｊｉ＋７＝

２２［２２（２２＋１）＋１］＋１＝８５，

Ｊ８ ＝２∑
６

ｉ＝１
Ｊｉ＋８＝

２｛２２［２２（２２＋１）＋１］＋１｝＝１７０，

Ｊ７ ＝２∑
７

ｉ＝１
Ｊｉ＋９＝

２２｛２２［２２（２２＋１）＋１］＋１｝＋１＝３４１．
据这些式子不难探索“按环计数”的Ｊｎ规律．当ｎ是
偶数时，有

Ｊｎ ＝ １３
（２ｎ＋１－２），

而当ｎ是奇数时，有

Ｊｎ ＝ １３
（２ｎ＋１－１）．

综合说，连环“按环计数”函数是

Ｊｎ ＝ １３
（２ｎ＋１－１－

（１＋（－１）ｎ）
２

）． （２）

如果用二进制记数法来表示，则当ｎ是奇数时，有

Ｊ１ ＝１，

Ｊ３ ＝２２＋１＝１０１，

Ｊ５ ＝２４＋２２＋１＝１０１０１，

Ｊ７ ＝２６＋２４＋２２＋１＝１０１０１０１，

Ｊ９ ＝２８＋２６＋２４＋２２＋１＝１０１０１０１０１，

可以推测

Ｊｎ ＝１０１…烐烏 烑
１０１

ｎ位

． （３）

而当ｎ是偶数时，有

Ｊ２ ＝２，

Ｊ４ ＝２３＋２＝１０１０，

Ｊ６ ＝２５＋２３＋２＝１０１０１０，

Ｊ８ ＝２７＋２５＋２３＋２＝１０１０１０１０，

可以推测

Ｊｎ ＝１０１０…烐烏 烑
１０

ｎ位

． （４）

４　 九连环研究在西方

在１６世纪之前九连环已传到欧洲，引起西方学

者的浓厚兴趣，有很好研究成果．在１６、１７、１９世纪
各有研究的代表作．
三次方程求根公式的发明人Ｃａｒｄａｎ　Ｇ，１５５０年

在 《置换术》（Ｄｅ　Ｓｕｂｕｌｉｔａｔｅ，ｂｏｏｋ　ＸＶ，２，Ｓｐｏｎｉｕｓ

ｅｄｉｔｉｏｎ，ｖｏｌ．３，Ｐ．５８７）中论述九连环，他用代数方法
研究“按环计数”计数函数．
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在牛顿以前对数学分析已卓著声誉的 Ｗａｌｌｉｓ　Ｊ

１６９３年在《代数学》（Ａｌｇｅｂｒａ，Ｌａｔｉｎ　ｅｄｉｔｉｏｎ，Ｏｐｅｒａ，

ｖｏｌ．２，ｃｈａｐｔｅｒ　ｃｘｉ，ｐｐ．４７１－４７８）评论九连环细节及

其计数方法．
数论大师Ｌｕｃａｓ　Ｆ　Ｅ　Ａ多才多艺，１８９１－１８９４期

间著四卷本《兴趣数学》（Ｒｅｃｒｅａｔｉｏｎ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｑｕｅ，

ｖｏｌ．１，ｐａｒｔ　７）以二进制方法讨论计数函数．
对照上文分析，可见三位西方学者的研究成果

都有深入见解．虽然说法、所用工具不同，却殊途同

归，我们十分赞赏．近人加拿大学者Ｃｏｘｅｔｅｒ　Ｈ　Ｍ　Ｓ
在他 的 名 著 《兴 趣 数 学 与 论 文》（Ｍａｔｈｅｍａｔｃａｌ

Ｒｅｃｒｅａｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ｅｓｓａｙｓ，１９８６年已出第１４版）刊有
“中国环”专节，评述Ｃａｒｄａｎ和 Ｗａｌｌｉｓ的成果．因有

经典意义，故介绍如下．

４．１　Ｃａｒｄａｎ的工作

一种名为中国环的玩具，是经过精心设计的，在

英国玩具商品可以买到．如图所示（Ｃｏｘｅｔｅｒ文所说

图就是本文图１ａ），它是由一些圆环套在一根钗上，

使圆环经钗端Ａ从钗装上或卸下．但是任意一个环

可以装上或卸下，除非临近（靠近Ａ）一个环留在钗

上，其余在 Ａ方向的所有圆环全部已卸下．环的顺

序已排定，不可更动．第一、二两环则是例外，这两环

可以同时装上，或卸下．为了讨论方便，我假定每次

只装上，或卸下一个环．
如果钗上有ｎ个环，那么为了从钗上装上或卸

下所有的环，需要上（下）１
３
（２ｎ＋１－１）步（当ｎ是奇

数时）或１
３
（２ｎ＋１－２）步（当ｎ是奇数时）．

证明 　 从钗上装，或卸一个环，称为１步．从钗

头Ａ向左记环序数．假设已卸去ｍ 个环，其余的留
在钗上．又假设要卸去后面那个环（批第ｍ＋１环）

共需操作ｘ－１步．这就是说要卸去前面ｍ＋１个环
要操作ｘ－１步．要操作这许多步后，才能卸去第

ｍ＋２个环．因此从初始状态（ｎ上环中，前面ｍ个已
卸去，其余在钗上）直到卸去第ｍ＋１，ｍ＋２个环共
需操作ｘ步．
假设已操作ｘ步，因此前面ｍ＋２个环已卸下，

其余的环则留在钗上．让我们进一步探索，卸下第

ｍ＋３，ｍ＋４两环一共要操作多少步（这里的初始状
态是前面ｍ＋２个环已卸去，其余在钗上）？为卸下
二者，我们先下第ｍ＋４环，操作１步．在卸下去第

ｍ＋３环之前，必须使第ｍ＋２环在钗上，而所有前

面ｍ＋１个环都已卸下．要做到这一点，必须：
（ⅰ）装上第ｍ＋１环，前面ｍ个环已卸去，这要

操作ｘ－１步（前面ｍ个环已卸去，要卸去

第ｍ＋１个环操作步数与前面ｍ＋１个环已

卸去，要装上第ｍ＋１个环操作步数相等）．
（ⅱ）装上第ｍ＋２环，需１步．
（ⅲ）然后再卸下第ｍ＋１环，又需操作ｘ－１
步，共已操作２（ｘ－１）＋１步．

然后要卸下第ｍ＋３个环（根据上下环充分必要条
件，此时ｍ＋３环已可以卸下），１步．此时：前面

ｍ＋１个环都已卸下，挂在第 ｍ ＋２个环上，第

ｍ＋３，ｍ＋４两环已卸下，这就必须：

（ⅰ）上第ｍ＋１环，卸下所有前面ｍ个环，需要

操作ｘ－１步．
（ⅱ）下第ｍ＋２环，１步．
（ⅲ）下第ｍ＋１环，需ｘ－１步，全过程又共已

操作２（ｘ－１）＋１步．
因此，如果前面ｍ 个环已卸下，要卸下第ｍ＋１，

ｍ＋２环共需操作ｘ步，那么，再要卸下后面两环，即

第ｍ＋３，ｍ＋４环，共要操作的步数为

１＋［２（ｘ－１）＋１］＋１＋［２（ｘ－１）＋１］＝４ｘ．
当钗上有奇数个环时：卸下第１环要操作１步，

那么要卸下前面３个环要增加４步，而要卸去前面５
个环，还要增添４２ 步．按照这样计数方法，要卸下前

面２ｎ＋１个环，一共需要操作的步数为

１＋４＋４２＋…＋４ｎ ＝ １３
（２２ｎ＋２－１）．

当钗上有偶数个环时，用同样计数方法：卸下第

１、２环要操作２步，要卸下前面４个环要增添２×４
步，要卸下前面６个环，还要增添２×４２步，那么要卸

下前面２ｎ个环，一共要操作的步数为

２＋（２×４）＋…＋（２×４ｎ－１）＝１３
（２２ｎ＋１－２）．

显然Ｃａｒｄａｎ推导所得式（５）（６）与前文“按环计

数”所得式（２）等价．有趣的是，Ｃａｒｄａｎ也考虑到九

连环机构特性，还讨论到“机构计数”问题，他说：如

果我们把前面二环上下视为１步，那么式（５）（６）应

分别为２２ｎ，２２ｎ－１－１．这又与我们分析的式（１）等价．

Ｃｏｘｅｔｅｒ在中国环这一专节中还详论Ｌｕｃａｓ的

成果．他指出这一成果很优美，但似有矫揉造作之

嫌．他还指出在Ｌｕｃａｓ之前已有一位名叫Ｇｒｏｓ　Ｌ的

学者，在 １８７２ 年 著 成 《解 环 理 论》（Ｔｈｅｒｅ　ｄｅ

Ｂａｇｕｅｎｏｄｉｅｒ）把环相对于钗的位置用二进制表示．
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他用示意图：如果环在钗上作小圆在直线段上方，反

之，已下钗，用小圆在直线段下面．Ｃｏｘｅｔｅｒ所作

Ｌｕｃａｓ成果的讲述，我们也介绍如下．

４．２　Ｌｕｃａｓ的工作

图７ａ表示七连环中，前面二环已卸下，后继三

环在钗上，第６环在钗上，而第７环在钗上．我们用

二进制计数法来表示现在钗的相对位置：对在钗上

的环，自左而右地交错记１，０．对于已卸下的环，按

它的左侧相邻钗上的环记下相同的数字；左侧如果

无环，就记０，因此图７ａ位置就记１１０１０００．图７ｂ环

的位置是从图７ａ上、下环的位置得来：把第１环装到

钗上，我们记为１１０１００１．图７ｃ环的位置也是从图７ａ
上、下环的位置得来：卸下第４环，记为１１００１１１．

（ａ）１１０１０００

（ｂ）１１０１００１

（ｃ）１１００１１１

图７　Ｌｕｃａｓ的研究

这是说，钗上环的位置都可以用二进制数表示．
又，凡是每装上一环，给出一种变化：１变成０，或０
变成１，每卸下一个环，给出一次连码影响所及，每

上一环或每下一环，使二进位数减去１，或加上１．例

如在图７ｂ中表示各环位置的数是把环１从卸下到

装上得到．而把图７ｃ中表示各环位置的数是从图７ａ
把环４从装上到卸下得到．钗上七个环全部已卸下，

对应的数是０００００００．满贯状态是１０１０１０１．因此从

一种位置变到另一种位置，需要操作的步数等于二

者所示二进位数之差．
对于七连环来说对应解脱是０，对应满贯是

２６＋２４＋２２＋１＝８５，

即从满贯状态变为解脱，要操作８５步．用同样的方

法推测，可知要卸下２ｎ＋１个环要操作的步数为

１＋２２＋…＋２２ｎ ＝ １３
（２ｎ＋２－１），

而要卸下２ｎ个环要操作的步数为

２＋２３＋…＋２２ｎ－１ ＝ １３
（２２ｎ＋１－２）．

与上文公式（２）（３）（４）相对照，可见它们是等价的．
今作一表表示五连环卸去前面四环的步骤（图

８）．中间表示这些环一个接连一个被卸去的连续过

程．右边的数表示每一种位置从上一位置所对应的

数加上１得到．用括弧联系可以合并为一步的两步
（“一步”指“机构计数”，“两步”指“按环计数”），那

么只要操作７步就可完成，操作１０步不是必要的．

图８　 五连环卸去前面四环的步骤

可见Ｇｏｏｓ和Ｌｕｃａｓ都深入研究了九连环，而且

同样用两种方法计算操作步数：“机构计数”和“按

环计数”．
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一题多证［２－３］能够使学生开阔视野，巩固知识，

对培养学生多角度分析、解决问题的能力，激发学生
灵感、培养创新意识，提高学生学习兴趣有着重要作
用，这对于高等数学教学中方式方法的选择也是一
个重要启示．在讨论习题时，一题多解是拓宽学生思
维、培养学生从不同的角度思考问题的重要途径，是
开发智力、培养能力的有效方法，因此，在高等数学
的教学过程中，通过多种解法的探讨，可以促使学生
展开思维，广泛联想，同时也有利于学生对基础知
识、基本方法的掌握；通过对各种方法的比较，增强

学生的求简意识、优化意识，对培养学生思维的发散
性、广阔性和灵活性都是十分有益的．
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