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数学文化教学案例
 神奇的九连环

庞 志 雷 （青海师范大学附属 中学 ）

摘 要 ：在九 连环 的 教学过程 中 ， 创 设与 学生认知水 平相 统
一 的教 学情境 ， 引 导 学 生 了 解数学 文化 、 开阔 数

学视野 、发展数 学能力 ，从 而将数学核 心素 养 的培养 内 化 于心 ，外 塑于形 。
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《普通高 中数学课程标准 （ ２０ １ ７ 年版 ） 》 中 明 确指

出 ：

“

数学文化是指数 学的思想 、 精神 、语言 、方 法 、 观

点 ， 以及它们的形成和发展 ，还包括数学在人类生活 、

科学技术 、社会发展 中 的 贡献 和 意义 ， 以及和 数学相

关的人类活动 。

”
［

１ ］

教材 中 的数学文化内 容大致可分为三类 ． 即数学

史 、数学与科学技术 、 数学与现 实生活 。

“

九连环
”

是

人教 Ａ 版 《数学 ５ 》 （必修 ）第 ５９ 页
“

阅读与思考
”

栏 目

中 的 内容 。 作为 中 国古代传统智 力 玩具 ， 九连环肇源

甚古 ，文献记载可 以上溯 到 春秋战 国时期 ， 在之后漫

长的岁 月 中 ，九连环代代相传 。 九连环 因其解环的神

秘性和 挑战性 ，在古今中外拥有无数的爱好者 。

高 中数学课程关注数学的 文化价值 ， 并在教学内

容 中提出 了对
“

数学文化
”

的学习要求 ， 与之相关的研

究方兴未艾 。 教材中 九连环的 内 容 比较简略 ， 如 何把

教材 中数学 内 容的文化形态转化为教育形态 ，是本教

学案例试图探索和努力实践 的方 向 。

１ 教学内 容分析与学情分析

１
．
１ 教学 内 容分析

高 中数学教学中开展数学文化教育 ，其根本 目 的

是为 了 培养学生 的学 习兴趣 ，提 升学 生 的学 习 能力 ，

发展学生的数学核心素养 。 基于此 ， 我们将本节课的

内容设置如下 ：

（ １ ）通过收集相关的学 习 资料 ，研究九连环的源流 、

结构和玩法 ，感受 中国传统文化 ，培养 自主探究的能力 ；

（ ２ ）根据九连环的解环特点 ，建立数学模型 ， 推导

“

ｎ 连环
”

解法步数的递推公式 ；

（ ３ ）通过数学运算 ，推导 连环
”

解法步数 的通

项公式 ；

（ ４ ）了解九连环解环步数与二进制 格雷码之间 的

关系 。

１
．
２ 学情分析

本 节课 的 教学对 象为 高
一

年级学生 ， 他们通 过

“

数列
”

相关 内容 的学习 ，掌握 了
“

数列
”

的基础 知识和

求解
“

数列
”

通 项公式 的基本 方法 。 学生具备一定的

自 主学 习能力 ，能够针对一些简单的 数学 问题开展学

习 与讨论 ，并基本具备发现问题 、 提出 问题
、 解决问 题

的能力 。

１ ．３ 教学 目 标

（ １ ）了 解九连环 的构造 ， 能够熟练地解开九连环 ；

（ ２ ）在解九连环 的 过程 中 ， 推导 连环
”

解法步

数的递推公 式 ； 通过小组合作学 习 ，探 究 连环
”

解

法步数所对应数列 的通项公式 ；

（ ３ ）了 解九连环解环步数与 二进制 格雷码之间 的

关系 。

２ 教学过程

２
．
１ 感 受文化 ， 实际操作

观看微视 频 《神奇 的 九连环 》 。 微 视频从
“

战 国

策 ？ 齐策 ？ 齐 闵 王之遇杀
”

这一章 的 玉连环 故事 引

人 ，介绍 了 九连环在 国 内 外的 流传 、 九连环的 构造 和

＊ 基金项 目 ：教育部
“

西部教学改革活动
”

青海 省重 点项 目
“

基于 深度学 习 落实学科核心 素养 的 数学单元 教学实 践研究
”

， 课题
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操作技法 、九连环与 数学 。

学生活动 ：请简述九连环的构造及解法并解开九

连环 。

小组展示 １
： 如 图 １

， 九连环 由柄把 、 环柄 、九个 圆

环 ，环杆 ，环杆板等组成 。

小组展示 ２
： 解九连环 。 学生最快需 ４ 分 ０２ 秒就

能解开九连环 ，大多数学生能在 ７ 分钟 以 内完成解环 。

设计意 图 ： 解九连环的过程可 以激发学生的学 习

兴趣 ，体验发现问 题 、提 出 问题 、 分析问题 、 解决问 题

的 过程 ，汲取前人的 经验 和 智 慧 ． 提升探究解决问 题

的能力 ，培养锲而不舍的 钻研精神 和科学态度 。

２
．
２ 情境 引 入 ，

“

华 生 问题
”

二十世纪七十年代早期 ，美 国加 州
一位生产玩具

的老板杰本 ？ 华生 （ Ｊ ｅｓｓ ｅＲ ．Ｗａ ｔ ｓｏ ｎ ）提 出 了 这样
一

个问题 ： 假设前 ８ 个环都 已经解下 ， 只 剩第 ９ 个环在

柄上 ， 问解开这个九连环需要多少步 ？ （如 图 ２ ）

问题引 导 １
： 如果每次只能上或者下一个环 ， 图 ２

和 图 ３ 中 哪一种情 况解开 九连 环需要 的 步数更 多 ？

各需要多少步 ？

图 ２图 ３

解
“
一连环

”

需要移动的 步数为 １ 次 ，记 Ａ

＝
１ 。

解
“

二连环
”

， 先把第 ２ 环解下 ， 然后再解下第 １

环即可 ，需要移动的 次数为 ２ 次 ，记 ａ ２

＝
２

。

解
“

三连环
”

需要移动 的次数为 ａ ３
＝

１＋１＋ １ ＋

的递推公式是什么 ？

归纳类 比得
“

《 连环
”

Ｕ＞ ３ ） 的解法可分为 四步 ：

第一步 ，先解前 《 

—

２ 个环 ，需要移动 ？－

２ 次 ；第二步 ，

解下第 ｎ 个环 ， 需要移动 １ 次 ； 第三步 ，套 上前 《
＿

２

个环 ，需要移动 １－ ２ 次 ；第 四步 ． 解下前 《
—

１ 个环 ， 需

要移动 的次数为 Ｉ＾ 次 。 于是 ，解
“

》 连环
”

需要移动

的次数为＝
２ａ ？

－

２＋ ＜２ ｎ
－

ｉ＋ ｌ （ ｗ＞ ３ ） ， 其 中ｑ ｓ ｌ
，

＜２ ２ 

＝
２＝

５
〇

问题引 导 ３
： 能否根据数列ＵＪ 的递推公式 ，求 出

其通项公式 ？

解 ：

１

—
—

ａ？
＿

ｌ
＝

Ｚａ ？－ ２＋
十 １

Ｊ

ａ ？
－

ｉ

—

２ａ ？
－ ３

—

ａ ？
－ ２ ，

即 。ｎ
－

２２  （ｄｎ
￣

ｉ Ｃｉ ”
—

３ ） 〇

设 ６
？

＝ ａ
？

＿

ａ
？
－

２ ，则数列 ｛
＆

？ ｝ 是以 ２ 为 公 比 ， ６ ３ 

＝

４的等比数列 ，乂 

＝
６ ３ Ｘ ｙ

—

３
＝ ４ Ｘ ２

＂
—

３
＝

２
＂
＿

丨

， 即
—

？－

２

＝
２

＂
一

】

。

〇 ３ 

一 ＝ ２
２

＞

＿

＜^ ３ 

＝ ２
４

？

当 Ｗ 为奇数时 ， ａ７

—

ａ５

＝ ２
６

，

■

ａ
ｎ

－

２

： ：

７Ｔ

—

ａ
】

＝
２

２

＋

２
４

＋ ２Ｈｈ ２
＂ 

一

所 以ａ？ 

＝

ｌ＋２
２

＋

２
４

＋

２
６

Ｈ


ｈ ２
＂
一

１

Ｃｉ
＼

＿

＾２ 

＾

２
３

，

Ｕｉ


—

〇４ 

＝
２

５

？

当 ｎ 为偶数时 ，知
一

ａ ６

＝ ２
７

，

１
—

４Ｖ
＿

２
ｎ ＋ １
—

１

１
－

４

＾＝＞ａ ？

—

ａ ２

＝ ２
３

＋

ｄ－

？

＿

ａ？
－ ２

： ：

２
？
－

ｉ

２
５

＋２Ｍ１

－

２
＂ －

所以＝ ２＋２

３

１２
ｓ


＋２

７

＋ ． ． ．＋２
＂
－

１
＝

２

Ｈ
Ｔ

）

丄
—

４６

即 ａ
？

：

ｎ ＋ ｌ．

２
＂ ＋ １—

２

（ ｗ 为奇数时 ） ，

（ ？ 为偶数时 ） 。

ａ２

＝
５ 〇

解
“

四连环
”

需要移动 的 次数为 ａ
４

＝ ａ ２＋ ｌ ＋ａ ２ ＋

＝
２〇 ２＋“ ３＋ １

＝
１ 〇 。

依次类 推 ， 得 到＝
２ １

， ａ６
＝

４２
，
ａ７
＝

８５ ，
（２

８
＝

１ ７０ ， ａ９


＝
３ ４ １

。

问题引 导 ２
： 如 果每 次 只 能上一 个环 或下 一个

环 ，那 么 解 ％ 连环
”

需要 移动 的 次 数为 ？ ， 则 数 列

问题引 导 ４
：我们学会 了解 九连 环 ， 你能解开 ３３

连环吗 ？

学生 ： 如果 以 ６ 分钟解开 九连环为 例 ，
３ ６ ０ 秒完

成 ３ ４ １ 步 ， 大约 １ 秒钟完成 １ 步 。 根据通项公式 ，解

开 ３ ３ 连环需要 ５７ ２６６ ２ ３０ ６ １ 秒 ， 约 １ ８０ 年 。 也 就是

说从出 生开始 ，不眠不休 ，永不出 错 ，大约需要三生三

世才能解开 （笑声 ） 。
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设计意 图 ： 数学概念 、 数学方法与 数学思想 的起

源与发展都是 自 然生成的 。
教师引 导学生运用机理

分析法进行数学建模 ，通过对九连环基本结构的 清晰

认识 ， 找 出解环过程 内 部机理的 数量关系 ， 使用数列

的相关知识探 求数列 丨 的 递推公式 和 通项 公式 。

循序渐进的探究过程 ，使知识的生成 自 然而顺畅 Ｍ 。

２
．
３ 九连环与 二进制

根据上面的学习 ，我们知道如果每次只上或下
一

个

环 ， 解开图 ３ 状态 的九连环所需 的最少步数为 ３ ４ １ 步 。

但解开图 ２ 状态 的九连环需要多少步呢 ？

２
．
３

．
１九连环 与 二进制数

研究九连环的解环过程 ， 我们发现每一个环只有

在柄上或在柄下 两种状态 。 如 果我们用 １ 表示环在

柄上 ，
０ 表示环在柄下 ， 那么 解环过程 的每

一 种状态

就对应着
一

个九位二进制 数 ， 所以解环的过程就可 以

用一系 列二进制 数来表示 。 图 ２ 环的 状态可表示为

１ ００００ ０００ ０ ， 图 ３ 环的状态可表示为 １ １ １１ １ １１ １ １ 。

为 了 简单起见 ， 我们先 以五个环为例分析 （如 图

４ ） 。 表 １ 中左边起第 １ 列 的 ５ 位数是 ５ 个环的状态 ，

依次 由 第 １ 个环到第 ５ 个环 ，如 １ １００ ０ 就表示第 １ 个

环和第 ２ 个环在柄上 ，其他三个环在柄下 。 第 ２ 列是

将环的状态 由二进制转换为十进制 ；第 ３ 列 是从初始

状态到 这个状态所用 的步数 。

图 ４

表 １ 五连环状态 表 （
二进制格雷码 ）

环 的状态 （二进制 ） 环 的状 态 （ 十进制 ） 步 数

０ ００ ００ ０ ０

０ ０００ １ １ １

０ ００ １ １ ３ ２

０ ００ １ ０ ２ ３

０ ０１ １ ０ ６ ４

０ ０１ １ １ ７ ５

０ ０１ ０ １ ５ ６

００ １ ００ ４ ７

０ １１ ００ １ ２ ８

０ １１ ０ １ １ ３ ９

０ １１ １ １ １ ５ １ ０

由表 １ 可知 ，将环的状态表示成 的二进制 数转换

为 十进制数之后 ， 与相应的步数没有必然的关系 。 我

们能否建立环的状态与相应步数之间的联系 ？

２
．３ ．２九连环与 格 雷码

格雷码又 叫循环码或反射码 ，是美国 贝 尔试验室

的数学家 弗兰克 ？ 格雷为解决无线电通信 中 ， 由 于线

路 间的脉冲干扰严重 ， 而造成误码率太高的 问题而发

明 的 ［
５
］

。

２
．３ ．３二进制格雷码与 自 然二进制码 的 互换

二进制格雷码转换 为 自 然二进制码 ： 从右到左检

查 ，如果某一数字的左边数字和 是偶数 ，该数字不变 ；

如 果是奇数 ，该数字改变 （ 〇 变为 １
，
１ 变为 〇 ） ？ 如 格雷

码 １０１ ０１ 表示为二进制数是 １ １００１
，简称奇变偶不变 。

自 然二进制码转换为二进制 格雷码 ：将
一个二进

制 数 ，从右到左检查 ， 如果某一数字左边是 〇
，该数字

不变 ； 如果是 １
， 该数字改变 。

二进制 数 １ １０ １ １ 的格

雷码是 １ ０１ １ ０ 。

表 ２ 五 连环状态表 （
二进制 格 雷 码与 自 然二进制 码

）

环 的状态

（二进制格雷码 ）

环的状态

（十进 制 ）

自 然二

进制码

自然二进 制转

换为十进制
步数

０ ００ ００ ０ ００００ ０ ０ ０

０００ ０ １ １ ００００ １ １ １

０ ００ １ １ ３ ０００ １ ０ ２ ２

０ ００ １ ０ ２ ０００ １ １ ３ ３

０ ０１ １ ０ ６ ００１ ０ ０ ４ ４

０ ０１ １ １ ７ ００１ ０ １ ５ ５

０ ０１ ０ １ ５ ００１ １ ０ ６ ６

０ ０１ ００ ４ ００１ １ １ ７ ７

０ １１ ００ １ ２ ０ １００ ０ ８ ８

０ １１ ０ １ １ ３ ０ １００ １ ９ ９

０ １１ １ １ １ ５ ０ １０ １ ０ １０ １ ０

０ １１ １ ０ １４ ０ １０ １ １ １ １ １ １

０ １０ １ ０ １０ ０ １１ ０ ０ １ ２ １ ２

０ １０ １ １ １ １ ０ １１ ０ １ １ ３ １ ３

０ １００ １ ９ ０ １ １ １ ０ １ ４ １ ４

０ １００ ０ ８ ０ １ １ １ １ １ ５ １ ５

１ １０００ ２４ １ ００ ００ １ ６ １ ６

１ １００ １ ２５ １ ００ ０ １ １ ７ １ ７

１ １０ １ １ ２７ １ ００ １ ０ １ ８ １ ８
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表 ２
（ 续 ）

环 的状态

（二进制格雷码 ）

环 的状态

（十进制 ）

自 然二

进制码

自 然二进 制转

换为十进制
步数

１ １０ １ ０ ２６ １００ １ １ １ ９ １ ９

１ １ １ １ ０ ３０ １０１ ００ ２０ ２０

１ １ １ １ １ ３２ １ ０１ ０ １ ２ １ ２１

１ １１ ０ １ ０ １ ０１ １０ ２ ２ ２２

１ １１ ００ １ １ ０１ １ １ ２ ３ ２３

１０１ ０ ０ ３ １ １００ ０ ２ ４ ２４

１０１ ０ １ ２ １ １００ １ ２ ５ ２ ５

１ ０１ １ １ ６ １ １０ １ ０ ２ ６ ２ ６

１ ０１ １ ０ ７ ｉ ｉｏｎ ２ ７ ２ ７

１ ００ １ ０ ５ １ １１ ０ ０ ２ ８ ２ ８

１００ １ １ ４ １ １１ ０ １ ２ ９ ２ ９

１ ０００ １ １ ２ １ １１ １ ０ ３ ０ ３０

１ ０００ ０ １ ３ １ １１ １ １ ３ １ ３ １

我们发现 ，环的 状态转换为 自 然二进 制码后 ， 其

对应 的十进制数与从初始状 态到这 个状态所用的 步

数完全吻合 。 对于只有 ５ 个环的五连环 ， 从初始到状

态 １ １ １ １ １ 所需的 步数并不是最多 的 ， 到 状态 １ ００ ００

才是最多 ， 共 ３ １ 步 。

根据上面的研究 ， 图 ２ 状态的环 可表示为二进 制

格雷码 １ ００００００００ ，转换成 自然二进制码 １ １ １１ １ １１ １ １ ，

解环需 ５ １ １ 步 ；图 ３ 环状态的环可表示为二进制格雷

码 １ １ １１ １ １１ １ １
，转换成 自 然二进制码 １ ０ １０ １ ０１ ０ １

，解

环需 要 ３４ １ 步 。 多 出 的 １ ７０ 步恰好是解八连环所需

的步数 。

设计 意 图 ： 通过 了解 九连环 和格雷码之 间 的 关

系 ，既拓宽了学生的数学视野 ， 又呈现 了数学 内 容 、渗

透了数学方法 、浸润 了数学 文化 ，从而提升 了学生 的

学习兴趣 ，锻炼 了学生 的学 习 品质 ， 进一步深化 了学

生对数学学科的认识。

２
．
４ 小结

今天我们
一起研究了 九连环 ，探究解

“

ｎ 连环
”

需

要移动步数的递推公式和通项公式 ， 了解了九连环与

格雷码之间 的 神奇联 系 。 吴文俊 院士研究 了 九连 环

的玩法和数学原理后说 ：

“

数学是 生动的 、 形象 的 、 丰

富 多彩的 。 我们 的祖先把玩具和 数学结合起来 ，创造

出数学玩具 。 使玩具有了数学的文化底蕴 ， 使数学有

了玩具的形象载体 ，珠联璧合 ，相得益彰 。

”

３ 教学反思

教材 中的
“

阅读材料
”

既是教材 内 容的有机组成部

分 ，又是对教材内容的补充和延伸 。 本节课从九连环入

手 ， 引导学生了解数学文化 、开 阔数学视野 、发展数学能

力 。 笔者认为 ，数学文化课的教学应注意以下几点 。

３
． １ 数学 文化的 内 容 与学 生的 认知 结构相统一

数学文化的 内 容应符合学生 的年 龄特征和认知

水平 ，具有趣味性 、科学 性 、有效性和 新颖性等 特点 。

创设与学生认知水平相统
一的 教学情境 ，在教学过程

中 逐步揭示数学的文化意义 。 学生在感知与学 习数学

文化的过程中 ，感受到 数学不仅有冷冰冰 的表述和推

理 ， 知识的背后还蕴含着 丰富 的数学文化 。 数学教学

中不应仅有
“

冰冷的美丽
”

，更应该有
“

火热的思考
”

，从

而让学生在思考的过程中真正感受数学的无限魅力 。

３ ． ２ 数学文化 的融入与核心素养 的培养相 统
一

数学学科的 发展受 到 来 自 内 部和外部 的文化 的

影 响 ：

一方面 ，数学的思想 、精神 、方法和 观点 ， 对人类

文明发展与进 步的 历程起着不可替 代的 作用 ； 另 一

方 面 ，数学又从其 他文化 的发 展 中汲 取各种 ．营养成

分 。 从这个意义 上说 ， 数学教 育就是 数学文 化的 教

育 。 中学数学教学 中开展数学文化教育 ， 目 的 就是为

了让学生学会用数学的 眼光观察世界 、用数学的思维

探索世界 、用数 学的语言表达世界 ， 从而真正将数学

核心素养的培养内化于心 ，外塑于形 。

３
．
３ 数学 文化 的渗透 与 教材的育 人功能 相统

一

数学文化 内容具有可读性 、趣味性 、教育性 、 实用

性 的特点 。 通过对数学文化课的 深人 了 解和学 习 ，学

生能初步了解数学与现实生活的 关系 ，感受到 优秀文

化的熏 陶 ，领会数学的理性精神 ， 开阔视野 ，提升对数

学的宏观认识和整体把握 ，感 知数学的科 学价值 、 应

用价值和人文价值 ，提 升综合文化素养 ，真正落实数

学教育立德树人的根本任务 。
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